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Abstract 
If we reassess the rationality question under the assumption that the uncertainty of the 
natural world is largely unquantifiable, where do we end up? In this article the author argues 
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main casualty of this rebuilding process is optimality. Once we view optimality as a formal 
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍♦✇ ❞♦ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s r❡❛s♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛r❡ ♥♦t ♠❡t ✕ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ♦♥❡ ❝❛♥

❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥❄ ✭❙✐♠♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ♣✳ ✸✼✼✮

■t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ t♦ ❛❞♠✐t t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛♥ t♦ ♣r❡t❡♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s✳ ✭●✐❧❜♦❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ♣✳ ✷✽✮

■❢ ✇❡ r❡❛ss❡ss t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❞♦ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣❄ ❖r❣❛♥✐s♠s r❡❧② ♦♥ ❛♥ ❛❜✐❧✐t②

t♦ ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❧✐♠✐t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠✉❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❢♦r♠✉❧❛t✲

✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❢❡❛r ✐s t❤❛t ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❢r❡❡✲❢♦r✲❛❧❧ ✇✐t❤ ❛♥

❛❞ ❤♦❝ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ■ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ❢❡❛r ✐s ✉♥❢♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ❛rr✐✈❡ ❛t

❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✭❇r✐❣❤t♦♥ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ✷✵✵✼❀ ●✐❣❡r❡♥③❡r ❛♥❞

❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✵✾❀ ❇r✐❣❤t♦♥ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ✷✵✶✷❀ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✶✽✮✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t r❡❢✉t❡s t❤❡

❝❧❛✐♠ t❤❛t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦✛❡r ♥♦ ♥♦r♠❛t✐✈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦✲

♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛s✉❛❧t② ♦❢ t❤✐s r❡❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❖♥❝❡ ✇❡ ✈✐❡✇

♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✲

✐♥❣❢✉❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ s❤✐❢ts ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛①✐♦♠❛t✐❝✴♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡

t♦ ❜❡✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝✴♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❜② r❡❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ ✐♥

t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ♥♦t ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ❛ t❤❡♦r②

♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ♠② ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡rs ❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❡♣❡♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦❜s❝✉r❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥❧② ❤❡❧❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② t❡r♠❡❞ t❤❡

❜✐❛s ❜✐❛s ✭❇r✐❣❤t♦♥ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❧❡❛❞s ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧

❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❇✐❛s ✐s ✇✐❞❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ r❡✲

✢❡❝ts t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♣t✉r❡ s②st❡♠❛t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r r❡✢❡❝ts t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❞❞✐t✐✈❡❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭❖✬❙✉❧❧✐✈❛♥✱ ✶✾✽✻❀

●❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇✐s❤♦♣✱ ✷✵✵✻✮✳ ❯♥❧✐❦❡ ❜✐❛s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❧❡ss

✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ r♦❧❡

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♠❛s❦s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡s

✷



t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ■ ❡①❛♠✐♥❡

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠s t❤❛t ♣♦s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❖♥❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ ■ ❛r❣✉❡

t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♦rt❤♦❞♦① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉♥✲

❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ♠② ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇r❡✐♠❛♥✬s ✭✷✵✵✶✮ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✉❧t✉r❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❛s ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣✳ ❉❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♠✉❝❤ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r② ❛♥❞ r❡sts ♦♥ t❤❡

♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ❝♦♥❥❡❝t✉r✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❡❞s ✉♥❞❡r t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ♦r ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t✱ ❛♥❞ ❞♦❡s s♦ ❜② ❛♥❛✲

❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ❞❡❡♣❡r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ✐♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭●❡✐ss❡r✱ ✶✾✾✸❀ ❘✐s✲

s❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼❀ ❙❤♠✉❡❧✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ■ t❤❡♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❞✐st✐♥❝t ♠♦❞❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r② ♠❛♣

❞✐r❡❝t❧② ♦♥t♦ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡s ♦❢ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞✱ ❝r✉❝✐❛❧❧②✱

❧✐❝❡♥s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠ ✭❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✶✽✮✳ ❈❧❛✐♠s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❡rr♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙✉❝❤ ❝❧❛✐♠s ♥❡✐t❤❡r ✐♠♣❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✲

✐♥❣✱ ♥♦r ❞♦ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱

❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ♦r ❥✉st✐✜❡❞✳

❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss✉♠❡❞ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡

r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ r♦❜✉st ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ t♦

t❤❡s❡ r❡✈✐s❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r ❜✉t ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭❇✐♥♠♦r❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆ ❝❡♥tr❛❧

❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❙❛✈❛❣❡ ✭✶✾✺✹✮ ✇❛s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞s t❤❛t ❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❙♠❛❧❧ ✇♦r❧❞s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❝❛♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤

❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡✱ ❛s ♠❛♥② ❞♦✱ t❤❛t ✏t❤❡

✇♦r❧❞s ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✜♥❛♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ❞♦♥✬t ❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✑ ✭❇✐♥♠♦r❡✱

✷✵✵✾✱ ♣✳ ✷✮ t❤❡♥ t❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤❡s❡ ✇♦r❧❞s ❞♦ ❢❛❧❧ ✐♥t♦✳ ■♥

t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ✉♥♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭❑♥✐❣❤t✱

✶✾✷✶✮ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❡✳❣✳✱ ●✐❧❜♦❛

❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ✶✾✽✾❀ ▼❛❝❤✐♥❛ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ✶✾✾✷❀ ❊♣st❡✐♥✱ ✶✾✾✾✮✱ ❜✉t ❜② ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✉♥❞❡r ❛♥② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ t♦

r❡❣❛r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t t❤❛♥ t♦ ✈✐❡✇ t❤❡♠ ❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r

❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ ✇♦r❧❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞

❛r❡ ♥♦t ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞✳

✸



✷ ❇✐❛s✱ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❇✐❛s✴❱❛r✐❛♥❝❡ ❉✐❧❡♠♠❛

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✐❛❧ ♦✛❡♥❞❡r ✇❤♦ ❤❛s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝r✐♠❡s ✇❤✐❧❡ ❧✐✈✐♥❣ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦♠❡

❧♦❝❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❝r✐♠❡s✱ ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦✛❡♥❞❡r✬s ❤♦♠❡ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞❄ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧

♣r♦✜❧✐♥❣ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋✐❣✉r❡

✶✭❛✮ ❞❡♣✐❝ts ❛ ♠❛♣ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ r♦✉❣❤❧② ✸✵❦♠2 ♦❢ ❇❛❧t✐♠♦r❡ ❝♦✉♥t②✱ ▼❛r②❧❛♥❞✱ ❯❙❆✳

❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❛♣ ❛r❡ ✶✺ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜✉r❣❧❛r✐❡s

❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❛❧ ❜✉r❣❧❛r r❡s✐❞✐♥❣ ❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❞❞r❡ss✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱

❋✐❣✉r❡ ✶✭❜✮ ♣❧♦ts t❤❡ tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

t✇♦ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts t❤❡

✏❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t②✑ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♠❡❛♥ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥

y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝r✐♠❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♦✈❡r

t❤❡ ❝r✐♠❡ ❛r❡❛ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝r✐♠❡ ❛r❡❛ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛rr❛②

♦❢ ❝❡❧❧s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❤♦♠❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡

♦✛❡♥❞❡r✳ ❆s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ ❛ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥

♠♦❞❡❧s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♦✛❡♥❞❡rs ❝♦♠♠✐t ❝r✐♠❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❢r♦♠ ❤❡✐r

❤♦♠❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ d✳ ❇② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝r✐♠❡

❛r❡❛✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❝✮✳ ❋♦r t❤✐s ♦✛❡♥❞❡r✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ❣r❡❛t❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡

tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❛r❧② ③❡r♦ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r❡❞✐❝ts

❛ ♣♦✐♥t r♦✉❣❤❧② ✶✳✺❦♠ ♥♦rt❤✲✇❡st ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

■s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦r ♠✐❣❤t t❤✐s ♥❡❛r ♣❡r❢❡❝t

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜❡ ❛ ❧✉❝❦② ❣✉❡ss❄ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t✇♦

♠♦❞❡❧s ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡r✐❛❧ ❝r✐♠✐♥❛❧s ✭❡✳❣✳✱ ❇❧♦❝❦ ❛♥❞ ❇❡r♥❛s❝♦✱ ✷✵✵✾❀ ▲❡✐t♥❡r ❛♥❞ ❑❡♥t✱

✷✵✵✾❀ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ❇❧♦❝❦✱ ✷✵✶✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥

❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠ ✇❤❡♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r ❢r♦♠ ❛❧❧ ✶✺ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ♦♥❧② ❤❛❞ ✺ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤❄ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮

❡①❛♠✐♥❡s t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✐♠❡s s❛♠♣❧❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ r ❝r✐♠❡s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✶✺ ❝r✐♠❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣♦rt t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r✳

❲❤❛t ✐s str✐❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❢❡✇❡r t❤❛♥ ✾ ❝r✐♠❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞

✶❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s ♦✛❡♥❞❡r✱ ❧❛❜❡❧❡❞ ❚❙✶✺❉✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t s✉♣♣❧✐❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈r✐♠❡❙t❛t

✭▲❡✈✐♥❡✱ ✷✵✶✵✮ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐❝♣sr✳✉♠✐❝❤✳❡❞✉✴❈r✐♠❡❙t❛t✴✳
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15 crime locations in Baltimore County Predicting where the offender lives: 2 models
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ P❛♥❡❧ ✭❛✮ ♣❧♦ts t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✺ ❜✉r❣❧❛r✐❡s ❝♦♠♠✐tt❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✛❡♥❞❡r ✐♥ ❇❛❧✲

t✐♠♦r❡ ❈♦✉♥t②✳ P❛♥❡❧ ✭❜✮ ♣❧♦ts t❤❡ tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②

❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✭❝✮✳ P❛♥❡❧ ✭❞✮ ♣❧♦ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r✐♠❡s s❛♠♣❧❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈❡rts ❛❢t❡r ✾

❝r✐♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ◆♦t❡✿ ❈r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✈✐s✉❛❧❧② ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ ✺ ❝❛s❡s✳

✺



♠❡t❤♦❞ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❡♣❡♥❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈❡rts✳ ❖✉r ♥❡①t st❡♣ ✐s

t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤②✳

✷✳✶ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❊rr♦r ■♥t♦ ❇✐❛s ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ n ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s c1, . . . , cn ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ci = (xi, yi) ✐s ❛

♣♦✐♥t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❛r❡❛✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ■

✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r✬s ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ h ❛❧s♦ ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢

t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ t❤❡♥ ♠❛♣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r✬s

❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛r❡❛ t❤❛t ❧❛✇ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❜❡❢♦r❡ ❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡

♦✛❡♥❞❡r✬s ❤♦♠❡ ✇✐❧❧ ❣r♦✇ ❛s ❛ sq✉❛r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r sq✉❛r❡❞

❧♦ss✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ tr✉❡ ❤♦♠❡

❧♦❝❛t✐♦♥✱ ||h− f ||2✳ ◆♦✇✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ r✱ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮

s❛♠♣❧❡ r ❝r✐♠❡s k t✐♠❡s t♦ ②✐❡❧❞ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ k ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ f
(1), . . . , f (k)✳ ❋♦r ❛

❣✐✈❡♥ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❊①♣❡❝t❡❞ ❡rr♦r = (❜✐❛s)2 + ✈❛r✐❛♥❝❡+ ♥♦✐s❡. ✭✶✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r sq✉❛r❡❞ ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦st ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣

t❡①t❜♦♦❦s ✭❡✳❣✳✱ ❉✉❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇✐s❤♦♣✱ ✷✵✵✻✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦

❛rt✐❝❧❡ ❜② ●❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❜✐❛s ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ tr✉❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✛❡♥❞❡r✬s r❡s✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ f (1), . . . , f (k)✱ ❞❡♥♦t❡❞ f̄ ✳ ❚❤✉s✱ ❜✐❛s ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②✿

(❜✐❛s)2 = ‖f̄ − h‖2. ✭✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✭❛✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐s✉❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✺

❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜✐❛s✳ ❱❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✕ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✕ ✈❛r② ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ f̄ ✿

✈❛r✐❛♥❝❡ =
1

k

k∑

i=1

‖f̄ − f
(i)‖2. ✭✸✮

❋✐❣✉r❡ ✷✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✺ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ f̄ ✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶ ♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✐♥

t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❡rr♦r ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝✉r ✐❢✱ s❛②✱

❛♥ ❛❞✈❡rs❛r② ❛❞❞❡❞ s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡rr♦r t♦ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✻



✷✳✷ ❯s✐♥❣ ❇✐❛s ❛♥❞ ❱❛r✐❛♥❝❡ t♦ ❆♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❊①♣❧❛✐♥ ❘❡❧❛t✐✈❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❊rr♦r

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮✱ ❋✐❣✉r❡

✷✭❝✮ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ✐♥t♦ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❜✐❛s ✜rst ✇❡ s❡❡

t❤❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠♦❞❡❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❜✐❛s ❛❝r♦ss ❛❧❧ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r✬s ❤♦♠❡ ❧✐❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ❝r✐♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢❛✐❧s t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s

♦✛❡♥❞❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❤❛s ❤✐❣❤ ❜✐❛s ❛t ❧♦✇ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ❜✉t ✐ts ❜✐❛s

st❡❛❞✐❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦✳ ■❢ ❜✐❛s ✇❡r❡ t❤❡

♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✏tr✐❝❦✑ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✐♥❝✉rs r❡♠❛r❦❛❜❧② ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥t✐❧

r♦✉❣❤❧② ✶✹ ❝r✐♠❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳

❚❤❡ ❦❡② ✐♥s✐❣❤t ✐s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❛ ♥❡❛r

♣❡r❢❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❤✐❣❤❡r

❞✉❡ t♦ ❢❡✇❡r ❝r✐♠❡s ❜❡✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✱

t❤❡ ✉♣s❤♦t ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s❡❞✱ ❧♦✇✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝✉rs ❧♦✇❡r t♦t❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛t❝❤✱ r❡♣r❡s❡♥t✱ ♦r ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇ ❜✐❛s ✕ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ❧♦✇

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❍♦✇ r♦❜✉st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✕ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✕ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♣r♦✈❡ ❝r✐t✐❝❛❧✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❇✐❛s✴❱❛r✐❛♥❝❡ ❉✐❧❡♠♠❛

❚❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥s✳ ▼♦❞❡❧s ❝♦❞❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ✇❡ ❡♥t❡rt❛✐♥ ✐♥

t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡② ✐♠♣♦s❡ ♦♥ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡s

t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡ ❜❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❡❞❣❡

♦✉r ❜❡ts ❜② ❞❡♣❧♦②✐♥❣ ❛ ♥♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ ✐♥❝✉r ❧♦✇

❜✐❛s✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ r✉♥

t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤

❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②

❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r s♦♠❡t❤✐♥❣ ❝❧♦s❡✳ ❚❤✐s r✐s❦ ♠✐❣❤t ❜❡ ✇♦rt❤ t❛❦✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢❡✇❡r

♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞s✳

❆♥ ❡✈❡♥ ❜♦❧❞❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r❧❡ss ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍❡r❡✱

✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ③❡r♦ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❯♥❧❡ss t❤✐s ❜♦❧❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡

t✉r♥s t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t✱ ♦r ❝❧♦s❡ t♦ ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✐♥❝✉r ❤✐❣❤ ❜✐❛s✳

✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ P❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢

✺ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ f (1), . . . , f (5)✳ ❇✐❛s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❛✮✱ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ f̄ ✱ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❜❧✉❡ sq✉❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❤♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛❡♥❞❡r✱ h✱

s❤♦✇♥ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞ ❝r♦ss✳ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✱ ✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡rs

♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ P❛♥❡❧ ✭❝✮ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮ ✐♥t♦ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✽



❚❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❝❧❛r✐❢② t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s✉rr♦✉♥❞s ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❢❛❝❡

❛ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ✭●❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r

r❡❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜✐❛s✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❜✐❛s t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♣❧❛② ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧❧ t♦❧❞✱ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♠♣❧❡①

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❣❧♦ss❡❞ ♦✈❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❡①♣❧❛✐♥s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✇❤②✳

✸ ❚❤❡ ❇✐❛s ❇✐❛s

❚♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✱ ❞❡♣❧♦②✱ ♦r ♣r❡❢❡r ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇

❜✐❛s✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♣❛②✐♥❣ ❧✐tt❧❡ ♦r ♥♦ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❇r✐❣❤t♦♥

❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❛♥❞

♣r❛❝t✐❝❡s t❤❛t ♦✈❡r✲s✐♠♣❧✐❢② ♦r ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛✳ ■♥ t❤✐s

s❡♥s❡ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s

❥✉st✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✐s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t②✱ ♦r ✇❤❡♥

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❛♥❣❡rs ♦❢

t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝

s②st❡♠s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳

✸✳✶ ❋♦✉r ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❇✐❛s ❇✐❛s

❊①❛♠♣❧❡ ✶✿ ●❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❈r✐♠✐♥❛❧ Pr♦✜❧✐♥❣✳ ❆ ❣✉✐❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝r✐♠✲

✐♥❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r♦❣r❡ss❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣❛rt t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t❡st✐♥❣ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ♠♦❞❡❧s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ❘♦ss♠♦✱ ✶✾✾✾❀ ❈❛♥t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❙♥♦♦❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞

❇❧♦❝❦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐s s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛♥ ✉♥❧✐❦❡❧② ✜❡❧❞ t♦ ❤❛r❜♦r ❛ ❜✐❛s ❜✐❛s✱ ②❡t t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✷✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡✱

■ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥② st✉❞✐❡s t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥t♦ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r

s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①❛♠✐♥❡✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦✛❡♥❞❡r✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝r✐♠❡s s❛♠♣❧❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r st✉❞✐❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢

s❡r✐❛❧ ♦✛❡♥❞❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝r✐♠❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ♦✛❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞

✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❘❡✈❡rs❛❧s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱

❧✐❦❡ ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮✱ ❛r❡ ♠❛s❦❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✷▲❡✈✐♥❡ ✭✷✵✵✾✱ ♣♣✳ ✶✼✼✲✶✽✶✮ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛r❣✉❡s t❤❛t

❜♦t❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❞♦❡s♥✬t ❞r❛✇ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♦r t❤❡

❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛✳

✾



❧✐❦❡❧② t♦ st❡❡r ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✐♥❝✉r ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡

✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❤❡✐❣❤t❡♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❋❛✐❧✉r❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❛ ❜✐❛s

❜✐❛s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♦❢t❡♥ ❣♦❡s ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ❜✐❛s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✳

❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ t♦ ✉s❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♠❡t❤♦❞s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤♦✉❣❤t t♦ ❞r✐✈❡ ♦✛❡♥❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❇❧♦❝❦ ❛♥❞ ❇❡r♥❛s❝♦✱ ✷✵✵✾❀

▲❡✐t♥❡r ❛♥❞ ❑❡♥t✱ ✷✵✵✾❀ ▲❡✈✐♥❡ ❛♥❞ ❇❧♦❝❦✱ ✷✵✶✶✮✳ ■ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠s ✏s✐♠♣❧❡✑ ❛♥❞ ✏❝♦♠♣❧❡①✑ ❤❡r❡

✐♥ ❛ ♥♦♥✲t❡❝❤♥✐❝❛❧ s❡♥s❡ t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧✱

♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧✱ s♦❝✐❛❧✱ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡❧② t♦ ❞r✐✈❡ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦✛❡♥s❡s ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♠✐ts✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♠❛❞❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧

❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠✐❧❞ ❜✐❛s ❜✐❛s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s

✉♥❢❛♠✐❧✐❛r✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛r t♦ ♣❧❛② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♠✐♥♦r

r♦❧❡ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ✜❡❧❞ s❝♦r❡s ❤✐❣❤❧② ♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❛♥❞

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜r♦❛❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❤❛r❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥✳ ❆s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐s ♦❢t❡♥ ❢❛r str♦♥❣❡r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✿ ❘❡❣✉❧❛t✐♥❣ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❇❛♥❦s✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s❡s ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞❄

❘❡❣✉❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❦s ✐s ♦♥❡ ♦♣t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❤❛t r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ✐♠♣♦s❡❄ ■❢

s②st❡♠❛t✐❝ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ♣❛st ❜❛♥❦ ❢❛✐❧✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡♥ t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣

t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ✈✐❡✇❡❞✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣❛rt✱ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❛s❡❧ ❛❝❝♦r❞✱ ❍❛❧❞❛♥❡ ❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s ✭✷✵✶✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡

r❡❣✉❧❛t♦r② r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❛s❡❧ ■ ✐♥ ✶✾✽✽✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥t♦ ❇❛s❡❧

■■■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵✱ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡r❣♦♥❡ ❛ str✐❦✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❇❛s❡❧

■ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ✸✵ ♣❛❣❡s ❧♦♥❣ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❜❛♥❦s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♦♥❧② ✜✈❡ r✐s❦ ✇❡✐❣❤ts✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♣♦st✲✷✵✵✽ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s ❇❛s❡❧ ■■■ ✇❛s ✻✶✻ ♣❛❣❡s ❧♦♥❣ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧

♠✐❧❧✐♦♥ r✐s❦ ✇❡✐❣❤ts✳ ❍❛s t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❛❞❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❦s ♠♦r❡ r❡s✐❧✐❡♥t

❛♥❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s❡s ❧❡ss ❧✐❦❡❧②❄ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✽✱✺✵✵ ❯❙ ❜❛♥❦s✱ ✹✹✷ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r❡❞

r❡❝❡✐✈❡rs❤✐♣✱ ❍❛❧❞❛♥❡ ❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ✜✈❡ ❈❆▼❊▲❙ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✕ ❛ st❛♥❞❛r❞ s❡t

♦❢ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✉s❡❞ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛♥❦ ✕ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✲s❛♠♣❧❡ ✜t

♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❜❛♥❦ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡② t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❆▼❊▲❙

♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞❡❧✳

❲✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❜❛♥❦s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤✐s t❡st ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡

❧✐q✉✐❞✐t② ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❆▼❊▲❙

♠♦❞❡❧ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ t♦ t❤❡

✶✵



❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▼♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs t❤❛t s❤♦✉❧❞✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱

✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t r❡❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤

✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❆♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❍❛❧❞❛♥❡

❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ❤❛✈❡ ♠✐st❛❦❡♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡

r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str♦♥❣❧② ✐♠♣❧✐❝❛t❡s

❛ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝ts ♦❢ ❇❛s❡❧ ■■■✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s✐♠♣❧❡✱ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡

♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ❜② ❍❛❧❞❛♥❡ ❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s s✉♣♣♦rt t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❆✐❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❝❤✐t❡❝ts ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♦✉t✲♦❢✲s❛♠♣❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡

❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✿ ❚❤❡ ▼❡❛♥✲❱❛r✐❛♥❝❡ P♦rt❢♦❧✐♦✳ ❋r♦♠ ❜❛♥❦s t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❡♥ts

❢r❡q✉❡♥t❧② ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥✈❡st✐♥❣ ♠♦♥❡② ✐♥t♦ N ❢✉♥❞s✳ ❍❛rr② ▼❛r❦♦✇✐t③✬s ◆♦❜❡❧ ♣r✐③✲

✐♥❣ ✇✐♥♥✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ♣♦rt❢♦❧✐♦ t❤❡♦r② ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❛r❦♦✇✐t③✱ ✶✾✺✾✮✳ ❆♥ ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s

t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② r❡s✉❧ts✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢

✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ ✉♣s❤♦t ❜❡✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ✏♦♣t✐♠❛❧✑ s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ r❡❧❡❣❛t❡❞ t♦ ✏❥✉st ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✳✑ ❉❡▼✐❣✉❡❧ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✶✺ ♠♦❞❡❧s ♦♥ s❡✈❡♥

✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝✱ 1/N ✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡s ♠♦♥❡② ❡q✉❛❧❧② t♦ t❤❡ N ❢✉♥❞s✳

❚❤❡ t❛s❦ ✇❛s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦♥t❤ ❜❛s❡❞ ♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ✶✵ ②❡❛rs ♦❢ st♦❝❦ ❞❛t❛✳ ❙❧✐❞✐♥❣ t❤✐s ✶✵✲②❡❛r ✇✐♥❞♦✇

❢♦r✇❛r❞ ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ❛t ❛ t✐♠❡✱ ❉❡▼✐❣✉❡❧ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✶✺ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❡ 1/N ❤❡✉r✐st✐❝ r❛♥❦❡❞ ✜rst ♦♥ ❝❡rt❛✐♥t② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡t✉r♥s✱ s❡❝♦♥❞ ♦♥

t✉r♥♦✈❡r✱ ❛♥❞ ✜❢t❤ ♦♥ t❤❡ ❙❤❛r♣❡ r❛t✐♦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t 1/N ❡♠❜♦❞✐❡s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡

❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛✳ ■ts ❧❛❝❦ ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛♥s ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❧t♦❣❡t❤❡r

❛♥❞ ♦♣t✐♥❣ ❢♦r ③❡r♦ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦st ♦❢ ❤✐❣❤ ❜✐❛s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ 1/N t❡❧❧s ✉s

t❤❛t t❤❡ s❡✈❡♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❉❡▼✐❣✉❡❧ ❡t ❛❧✳ r❡♣r❡s❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ ✐❞❡❛❧

✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡①♣♦s✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ❜✐❛s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧✳ ❏❛❣❛♥✲

♥❛t❤❛♥ ❛♥❞ ▼❛ ✭✷✵✵✸✮✱ t♦ t❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✐♠♣♦s❡ ✏✇r♦♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts✑✱ t❤♦s❡ t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞

♣♦rt❢♦❧✐♦s✱ ❧✐❦❡ 1/N ✱ ♦❢t❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡ ❡✐t❤❡r ✈✐❡✇ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❛s

t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ ♦r ❛❝❝❡♣t t❤❛t ♦✉r ✐♥t✉✐t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❜✐❛s ❜✐❛s✳

✶✶



❊①❛♠♣❧❡ ✹✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❈♦♥s✉♠❡r ❇❡❤❛✈✐♦r✳ ▼❛♥❛❣❡rs ✐♥ t❤❡ r❡t❛✐❧ ✐♥❞✉str② ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞

t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥❛❝t✐✈❡ ❝✉st♦♠❡rs✳ ❖♥❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ✉s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢

♣❛st ❝✉st♦♠❡r ❛❝t✐✈✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲

❝❡ss❡s t❤♦✉❣❤t t♦ ❞r✐✈❡ ❝✉st♦♠❡r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ P❛r❡t♦✴◆❇❉ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t❡s

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝✉st♦♠❡r ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝✉st♦♠❡r ❞r♦♣♦✉t r❛t❡s ✭❙❝❤♠✐tt❧❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼✮✳

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝✉st♦♠❡rs ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥ ✭❋❛❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s t♦ ❞❡♣❧♦② ❛ s✐♠♣❧❡ ❤✐❛t✉s r✉❧❡ ✇❤❡r❡

❝✉st♦♠❡rs ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥♦t ♠❛❞❡ ❛ ♣✉r❝❤❛s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❤✐❛t✉s ♣❡r✐♦❞ ♦❢✱ s❛②✱ ✾ ♠♦♥t❤s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞

❛s ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝✉st♦♠❡rs ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐✛❡r

✐♥ ❤♦✇ t❤❡② ♣r✐♦r✐t✐③❡ ❡✐t❤❡r ❜✐❛s r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ P✐tt✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛❣❛✐♥st ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❲ü❜❜❡♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣❡♥❤❡✐♠ ✭✷✵✵✽✮

❝♦♠♣❛r❡❞ s✐♠♣❧❡ ❤✐❛t✉s r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ P❛r❡t♦✴◆❇❉ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡

❛♣♣❛r❡❧✱ ❛✐r❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♠✉s✐❝ ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ✉s❡❞ ✹✵ ✇❡❡❦s ♦❢ ❝✉st♦♠❡r tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛

t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦✴◆❇❉ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲

s❡q✉❡♥t ✹✵ ✇❡❡❦s✱ t❤❡② t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢✉t✉r❡ ❝✉st♦♠❡r

❛❝t✐✈✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ❛♣♣❛r❡❧✱ ❛✐r❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ♠✉s✐❝ ❝✉st♦♠❡rs✱ t❤❡ P❛r❡t♦✴◆❇❉ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣r❡✲

❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ ✼✺✪✱ ✼✹✪✱ ❛♥❞ ✼✼✪✳ ❍✐❛t✉s r✉❧❡s ✇✐t❤ ❝✉t♦✛ ♣❡r✐♦❞s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜②

❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♠❛♥❛❣❡rs✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝✉st♦♠❡r ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ ✽✸✪✱

✼✼✪✱ ❛♥❞ ✼✼✪✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ♣r✐♦r✐t✐③✐♥❣ ❜✐❛s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡

t❤❡ ✇r♦♥❣ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳

✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❯♥❞❡r ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✿ ❇✐❛s✱ ❱❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧✐t②

❍♦✇ ❝❛♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥❄ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r

♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t ✇♦r❦ ❛r❡

✉♥st❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❧❛r❣❡❧② ❧❛t❡♥t✱ ❛♥❞ ❜② ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ ❞❡❡♣❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡ ✐s

♥♦t❤✐♥❣ t♦ st♦♣ ✉s ❢r♦♠ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②

t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❞ ❥✉st✐❢② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❧❛✐♠✳ ❇✉t ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡♥s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡s♦rt

t♦ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢

♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣✱ ❜❛♥❦

r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❝✉st♦♠❡r ♣r♦✜❧✐♥❣ r✉♥s t❤❡ ❞❛♥❣❡r ♦❢ s❛②✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t

♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ❜r✐♥❣s ✉s t♦ t❤❡ ✐ss✉❡

♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣

✶✷



❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❜✐❛s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ■ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ s❤❡❞s ❛♥②

❧✐❣❤t ♦♥t♦ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❧❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s❄

▼② ❝❧❛✐♠ ✐s ♥♦t t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❞❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❜✉t

t❤❛t ✐t ♦✛❡rs ❛ ♠✉❝❤ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❤♦✇✱ ✇❤❡♥✱ ❛♥❞ ✇❤② st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

✐♥❝✉r ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❡❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r

♠♦❞❡❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❛❜♦✉♥❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❥✉st✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❡r♠s ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡

♦❢ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❍❛♥❞ ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✶❀ ❉♦♠✐♥❣♦s ❛♥❞ P❛③③❛♥✐✱ ✶✾✾✼❀ ❋r✐❡❞♠❛♥✱

✶✾✾✼❀ ◆❣ ❛♥❞ ❏♦r❞❛♥✱ ✷✵✵✷❀ ❱❛♥ ❉❡r P✉tt❡♥ ❛♥❞ ❱❛♥ ❙♦♠❡r❡♥✱ ✷✵✵✹❀ ❲❡❜❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✇♦rt❤ ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♠❡❛♥t t♦ ✐♠♣❧② t❤❛t

s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✳ ▼② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s

❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ t❤❛t s✐♠♣❧✐❝✐t② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛

❤✐❣❤❧② ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❧♦✇✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛st❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t ✇❡ ♣r♦❣r❡ss t❤r♦✉❣❤ ❣r❡❛t❡r s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❍❛♥❞✱ ✷✵✵✻✮✳

❖t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❈❤❡♥ ❛♥❞ ❍❛②❦✐♥✱ ✷✵✵✷✮ ❛♥❞

❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❙❡♥✐ ❛♥❞ ❊❧❞❡r✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❆ ✜♥❛❧ ♣♦✐♥t ✇♦rt❤ ♠❛❦✐♥❣ ✐s t❤❛t ❝✐t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❡❧✐❝✐t ❛

❞❡❢❡♥s✐✈❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦✛❡rs ♥♦t❤✐♥❣

♥❡✇ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡

tr❛❞❡✲♦✛ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝s✳ ❇✉t ✐t

✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ♠❡r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧②

t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞✱

♦r t❤❛t ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ▼② ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱

✐❢ t❤❡r❡ r❡❛❧❧② ❡①✐sts ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛♥❞ ❜r♦❛❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜②

❝♦♠♣❧❡① s♦❝✐❛❧ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❧❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s

♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❝❛t❡ s✐♠♣❧❡✱ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡♥ ✇❤② ❞♦❡s t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ ♦✉t❧♦♦❦

❢❛❧❧ ❜② t❤❡ ✇❛②s✐❞❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦❝✉s t✉r♥s t♦ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥❄

✹ ❚♦✇❛r❞s ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②

❇② ❛♥② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❤❛s ❢❛✐❧❡❞ t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ♦rt❤♦❞♦① st✉❞② ♦❢

❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡ r❛t✐♦♥❛❧

✶✸



❛❝t♦rs ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡

❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡t ♦❢ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛♣

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❙❛✈❛❣❡✱ ✶✾✺✹✮✳ ❖♥ t❤✐s ✈✐❡✇ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ❛ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛tt❡r

♦❢ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡

❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s t❡♥❞ t♦ ❛❞♦♣t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛tt✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

q✉❡st✐♦♥ ❜② ✈✐❡✇✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ❞❡✜♥❡❞

r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭▼❝◆❛♠❛r❛ ❛♥❞ ❍♦✉st♦♥✱ ✶✾✽✵❀

❆♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✾✶❜❀ ❈❤❛t❡r ❛♥❞ ❖❛❦s❢♦r❞✱ ✶✾✾✾❀ ❈❤❛t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ●r✐✣t❤s ❛♥❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱

✷✵✵✻❀ ❑♥✐❧❧ ❛♥❞ P♦✉❣❡t✱ ✷✵✵✹❀ ●❡rs❤♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❖♥ t❤✐s ✈✐❡✇ r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡r r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡rs✱ ❜❛♥❦

r❡❣✉❧❛t♦rs✱ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♠❛♥❛❣❡rs✱ ❛♥❞ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐✈❡s ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❛♥② ❧♦ss t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s

✐♥❝✉r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❧❛t❡♥t ♦r ❢✉t✉r❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❆r❦❡s ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✻✮✳ ❲❤❡♥ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣

t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❝❧❛✐♠s ✢♦✇ ❢r♦♠ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❛t❛

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤✐s✱ ■ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✕ t❤❡ ✈✐❡✇ t❤❛t

r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✕ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢❛❧❧✐♥❣

❢♦✉❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t r❡❧❛t❡❞ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s✱ ●✐❣❡r❡♥③❡r ✭✷✵✶✽✮ ❛r❣✉❡s

t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐♥ ✐ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

q✉❡st✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ ♠② ❛r❣✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝❡♥t❡r ♦♥ ❛ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥

❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s ❝♦♥tr❛st ✐t ✐s ✜rst ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ t❛❦❡ ❛ st❡♣ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

q✉❡st✐♦♥ r❡st ♦♥ ❞✐st✐♥❝t ❢♦r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r②✳

✹✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t✇♦ ❝✉❧t✉r❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❛t

■ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥✲

✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s

t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t✲

♣✉t ✭t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✮ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❛✮✳ ▼✉❝❤ ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r②✱

❛♥❞ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦rt❤♦❞♦① st✉❞② ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✇❡

♠❛❦❡ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❜❧❛❝❦ ❜♦①✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❜✮✳ ❲❡ ♠✐❣❤t✱

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s s♣❛❝❡✱ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t

✶✹



✇❡ ✜t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❇r❡✐♠❛♥ t❡r♠❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts

❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s t❤❛t ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡

❜❧❛❝❦ ❜♦①✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ✇❤❛t ❇r❡✐♠❛♥ t❡r♠❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❲❤❡♥

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❜♦①

❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ tr② t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✭❝✮✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡

✉s✉❛❧❧② ♠❡❛♥s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❡①♣❧♦r❛t♦r②

❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♠② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳

❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡② ✐♠♣❧② t❡♥❞ ♥♦t t♦ ❜❡

s❡❡♥ ❛s ♠♦❞❡❧s ♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❜✐❛s❡s ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♠♦❞❡❧ ✐♥✜❞❡❧✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❡ ♦r

♠♦r❡ ✇✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❙✉❝❤ ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ ♥♦ ✇❛② ❧✐❝❡♥s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❝❧❛✐♠✳ ❚❤❡② ♠❡r❡❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦r

st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t r❡❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ t❤❡r❡❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦rt❤

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❡①♣❧♦r❛t♦r②✱ ②✐❡❧❞s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ②❡t ✐♥ ♥♦ ✇❛② ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡❞✉❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✳

❉❡✜♥✐♥❣ ❖♣t✐♠❛❧✐t②✿ ❉❛t❛ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡② ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❞❤❡r❡ t♦ ❇r❡✐♠❛♥✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛

♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚♦ ❜❡ ❝❧❡❛r ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ♥♦t ✭✐♥✐t✐❛❧❧②✮ s❡❡♥ ❛s

s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ♣❡rs♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛❝t♦r✱ ❜✉t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞

❜② t❤❡ t❤❡♦r✐st s❡❡❦✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠✳ ■♥ ❤✐s ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ✭✶✾✾✶❛✮ st❛t❡s t❤❛t ✏t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤❡✲

♦r② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇♦r❧❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤❡❛❞✑ ✭♣✳ ✹✶✵✮✳ ❚❤❡

❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s r❛t✐♦♥❛❧ ❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t✇♦ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❋✐rst✱ ❤♦✇

❝❛♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❛❝❦ s✉✣❝✐❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞

t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s❄ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞

s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜❛♥❦✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡s ♦✈❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❝r✐s✐s ❝②❝❧❡s✱ ♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦✛❡♥❞❡rs ✇❤♦ ❝♦♠♠✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ♦❢ s❡r✐❛❧ ❝r✐♠❡✱ ❤♦✇ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞❄

❚❤❡ ♦rt❤♦❞♦① s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤❛t❡✈❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❡ ❢❛❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣✱ s❛②✱ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ♣r✐♦rs✱ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♦r ✐♠♣r❡❝✐s❡
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naturex y

algorithm 1, 

algorithm 3, ...

(a) The problem of statistical inference

(b) Data modeling (c) Algorithmic modeling

(d) Bayesian optimality modeling (e) Study of ecological rationality

algorithm 2, 

x y

x y

x y

x y

unknown

unknown

mθ

mθ

cognitive model 1, 

cognitive model 3, ...
cognitive model 2, optimal response 

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❍♦✇ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞❄ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs x ✭t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t y ✭t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♥❛t✉r❡✱ s❤♦✇♥

✐♥ ✭❛✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝✉❧t✉r❡ ♦❢ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✈✐❡✇s t❤❡ ❝♦♥❥❡❝✲

t✉r❡ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ y = mθ(x) ♦❢ ♥❛t✉r❡✬s ❜❧❛❝❦ ❜♦① ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧

✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ♥❛t✉r❡✬s ❜❧❛❝❦ ❜♦①✱

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥✱ t♦ ✈❛r②✐♥❣

❞❡❣r❡❡s✱ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❝✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥❞✉❝ts ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✭❞✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st✉❞②

♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✉❝ts ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡ts ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛s

♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❡✮✳ ❉✐❛❣r❛♠s ✭❛✲❝✮ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳
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♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❝❛❧❧ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡♣✐❣r❛♣❤s t❤❛t ❜❡❣❛♥ t❤✐s

❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ t❤❛t ✏✐t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ t♦ ❛❞♠✐t t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡

s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛♥ t♦ ♣r❡t❡♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ❞♦❡s✑ ✭●✐❧❜♦❛ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷✱ ♣✳ ✷✽✮✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐s t❤✐s ✏♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧✑ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠✐❣❤t ✐t ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞❄ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t❤❛t ❜② ❝♦♥❥❡❝t✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②✱ ❝❛✉s❛❧✱ ♦r ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❡ r✉♥ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ s✉❝❝✉♠❜✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣♦❛❧

✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❞✐✈❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡r✱ ♣♦ss✐❜❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✱

❛♥❞ ❧✐❦❡❧② ❜✐❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❦♥♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♠❛② ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r

♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡✱ ❛s ❍❛❧❞❛♥❡ ❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s ✭✷✵✶✷✮ ♣✉t ✐t✱ ✏s✐♠♣❧❡

❞♦❡s ♥♦t ❥✉st ❞❡❢❡❛t ❝♦♠♣❧❡①❀ ✐t tr✉♠♣s t❤❡ tr✉t❤✑ ✭♣✳ ✶✼✮ ❜❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❞❡✈❡❧✲

♦♣✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❄ ▼② ❝❧❛✐♠ ✐s t❤❛t ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✏♠♦r❡

r❛t✐♦♥❛❧✑ r❡s♣♦♥s❡ t❤❛t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✱ ❛♥❞ ✐t ♣r♦❝❡❡❞s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❊①♣❧♦r✐♥❣ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝✲

t✉r❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✭●✐❣❡r❡♥③❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ●✐❣❡r❡♥③❡r ❛♥❞ ❙❡❧t❡♥✱ ✷✵✵✶❀ ●✐❣❡r❡♥③❡r

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❚♦❞❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■t ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✿ ✭✶✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤♦✇ ♦r❣❛♥✐s♠s ♠❛❦❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❢♦❝✉s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s❀ ✭✷✮ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

str✉❝t✉r❡ ✐s ❡✐t❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥ ♦r ✉♥❦♥♦✇♥❀ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧

✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜t✳ ❆ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♦❢ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡② ✐❣♥♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t

t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛ ✈✐t❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❤♦✇ ♦r❣❛♥✐s♠s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡

♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❘❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛r❡ t❡r♠❡❞ ❧❡ss✲✐s✲♠♦r❡ ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡②

❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ♠✐♥✐♠❛❧✐st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡❞❧② s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❝✐❡♥❝❡s

✭❡✳❣✳✱ ●✐❣❡r❡♥③❡r ❛♥❞ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ✶✾✾✻❀ ❈③❡r❧✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ●♦❧❞st❡✐♥ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ✷✵✵✷❀

❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✵✻❀ ●✐❣❡r❡♥③❡r ❛♥❞ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✵✾❀ ➇✐♠➩❡❦ ❛♥❞ ❇✉❝❦♠❛♥♥✱ ✷✵✶✺✮✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ ♦rt❤♦❞♦① ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ■ ✇✐❧❧ s✐❞❡st❡♣ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✉s❡ ❜② ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♥✐♠❛❧s✳ ■ ✇✐❧❧ ✐♥st❡❛❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ❤♦✇

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✸✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✲

✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ❛r❡ ♠❛❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛♥

❛ss✉♠❡❞ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛❝❤✐❡✈❡s ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r t❤❛♥ t❤❡ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡s✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠♦r❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t②

♣❧❛②s ♥♦ r♦❧❡ ✭❇r✐❣❤t♦♥ ❛♥❞ ❖❧ss♦♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❞✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♠❡t❤♦❞

✶✼



♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛t ❧♦✇ s❛♠♣❧❡ s✐③❡s ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ ✐s ✐t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛♥❞

♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤✐s ♦✛❡♥❞❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ ❍❛❧❞❛♥❡ ❛♥❞

▼❛❞♦✉r♦s ✭✷✵✶✷✮ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠♦❞❡❧ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❆▼❊▲❙ ♠♦❞❡❧✱

✐t ✇❛s ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✏tr✉❡✑ ❡❝♦♥♦♠✐❝

♣r♦❝❡ss❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❜❛♥❦ r❡❝❡✐✈❡rs❤✐♣ r❡❞✉❝❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✐t②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♠♦r❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

t❤✐s ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❦♥♦✇✐♥❣❧② ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ✏✐♥❝♦rr❡❝t✑ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝✉rr✐♥❣ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡

st❛t✐st✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ❥✉st✐❢② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❇r✐❣❤t♦♥ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱

✷✵✵✼❀ ●✐❣❡r❡♥③❡r ❛♥❞ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ✷✵✵✾✮✳

✹✳✷ ❖rt❤♦❞♦① ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❇✐❛s ❇✐❛s

❆❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐ts ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦rt❤♦❞♦①

r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠❡♥t❛t♦rs ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ♠❛② ②✐❡❧❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♥♦t ♦♥❧② ❢❛✐❧ t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t②

❜✉t r❡q✉✐r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✭❈❤❛t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❈❤❛t❡r ❛♥❞

❖❛❦s❢♦r❞✱ ✶✾✾✾❀ ❖❛❦s❢♦r❞ ❛♥❞ ❈❤❛t❡r✱ ✷✵✵✾❀ ●✐♥t✐s✱ ✷✵✶✷❀ ❏♦♥❡s ❛♥❞ ▲♦✈❡✱ ✷✵✶✶✮✳ ■ ❤❛✈❡

❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❞♦❡s ❡①✐st✱ ❜✉t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ Pr❡✈✐♦✉s ❝r✐t✐q✉❡s✱

✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛❧♦♥❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧♦♥❡✱ t❤♦✉❣❤✱

❞♦ ♥♦t ❢✉❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡② ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❝r✐t✐❝s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

❢r❡❡ t♦ ✐♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❣♦❛❧✳ ❚❤❡ ♦♥✉s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥ ❛❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐✲

❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ♥♦t ♦♥❧② s♣❡❝✐❢② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭✸✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ✐t

❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■ ✇✐❧❧ ♥♦✇ r❡✈✐s✐t ♣r❡✈✐♦✉s ❝r✐t✐q✉❡s ♦❢

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ♠② ♣r♦♣♦s❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❆ r❡❝✉rr✐♥❣ ❝r✐t✐q✉❡ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇♦r❦s✱ ♦♥❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

❢♦r ✇❤② ✐t ✇♦r❦s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♠✉st ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛♣♣❡❛❧ t♦

❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✭❈❤❛t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ❡①t❡♥❞s t♦ ❝r✐t✐❝s ♦❢

❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❏♦♥❡s ❛♥❞ ▲♦✈❡ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✏❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✑ ❜❡❝❛✉s❡ ✏❛♥② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♠❜♦❞✐❡s ❛ ♣r✐♦r

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✑ ✭♣✳ ✶✽✻✮✳ ■ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♣♦✐♥t t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛ ❤❡✉r✐st✐❝

✭♦r ❛♥② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✐s r❛t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤✐s ♣r✐♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t

✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤

❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✳ ❆s ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥❞

✶✽



❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢

t❤❡ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛t✐♦✲

♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛r❡ ♠❛❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❡rr♦r✱ ❜✉t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠s ❤✐❣❤❧✐❣❤t

t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ s✉❝❝❡❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡✐r ✐♠♣❧✐❡❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

❛♥❞ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡② ❝❛♥ s✉❝❝❡❡❞

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✸✳

❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛r❣✉♠❡♥ts r❡st ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❤❡✉r✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛✐❧ t♦ ❛❞❞r❡ss ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ●✐♥t✐s ✭✷✵✶✷✮ ❛♣♣❧✐❡s t❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t s❧✐❣❤t❧②

❞✐✛❡r❡♥t❧② ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛❞✈♦❝❛t❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❛t

❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ s✉❝❝❡ss ❝❛♥ ❛❧✇❛②s

❜❡ s❡❡♥ ❛s s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❇♦❧❛♥❞✱ ✶✾✽✶✮✳ ❲❤❛t t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t

❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥❞ ❥✉st✐❢② ❝❛s❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ s✉❝❝❡ss ✐♥ t❛s❦

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡

❤❛✈❡ ♥♦ ❜❛s✐s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r

✐s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s✳ ●✐♥t✐s✬ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❧❡❣✐t✐♠❛❝② ✐❢

t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❡♥t❡r❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡

✐ss✉❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

t❤❛t ❞♦♥✬t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s r❡t✉r♥ ✉s t♦ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❖❛❦s❢♦r❞ ❛♥❞ ❈❤❛t❡r✬s

✭✷✵✵✾✮ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❇❛②❡s✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✏❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✱ ❜✉t s❡❡❦s t♦ ❡①♣❧❛✐♥✱

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✑ ✭♣✳ ✶✶✵✮✳ ❙❡❡♥ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ❝❧❛✐♠

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❇r❡✐♠❛♥✬s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s r❡❞✉❝✐❜❧❡ t♦ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■ ❤❛✈❡

❛r❣✉❡❞ t❤❛t t✇♦ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♠❛❞❡ t❤❛t ❖❛❦s❢♦r❞ ❛♥❞

❈❤❛t❡r✬s ❝❧❛✐♠❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

s❡❡♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ♦❢ ❛ss✉♠❡❞ tr✉t❤ ❛♥❞ ✇❡

✐♥t❡r♣r❡t ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤✐s ✏tr✉❡✑ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t

✸❆ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❇❛②❡s ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✭✐✳❡✳✱ ❝✉❡s✱ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠❡t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♥❛ï✈❡ ❇❛②❡s

❝❧❛ss✐✜❡r ❤❛s ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉r♣r✐s✐♥❣ ✇❡❧❧✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ s♣❛rs❡ ❞❛t❛ ✭❍❛♥❞

❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✶❀ ❉♦♠✐♥❣♦s ❛♥❞ P❛③③❛♥✐✱ ✶✾✾✼❀ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ✶✾✾✼❀ ◆❣ ❛♥❞ ❏♦r❞❛♥✱ ✷✵✵✷❀ ❲❡❜❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

✶✾



♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ❛r❡ t❤❡♥ ♠❛❞❡✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧ st❡♠s ♥♦t ❢r♦♠

❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❢❛✐t❤ ✐♥ ♦✉r ❛❜✐❧✐t② t♦

❢♦r♠❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s

❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥✐s♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥❥❡❝t✉r✐♥❣

✐t r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r❡♥❞❡r❡❞ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ■♥ t❤✐s

✈✐❡✇✱ ✐t ♠❛❦❡s ❧✐tt❧❡ s❡♥s❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t s❛❝r✐✜❝❡s ❜✐❛s ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤② ♦rt❤♦❞♦① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥♦t❤❡r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❨♦✉ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐s ②♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ✭❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

●❡♦r❣❡ ❇♦① ❬❡✳❣✳✱ ❋✐❡❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ♣✳ ✶✵❀ ❍❛♥❞✱ ✷✵✶✹❪✮

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢

❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■ t❛❦❡ t❤✐s t♦ ❜❡ t❤❡ ♦✈❡r❛r❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

t❤❛t t❤❡♦r✐❡s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥♦r♠❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❝♦♥✲

tr♦✈❡rs✐❛❧ st❛t✉s ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥q✉✐r② ✭❉✉♣ré✱ ✶✾✽✼❀ ❙❝❤♦❡♠❛❦❡r✱ ✶✾✾✶✮✱ t❤❡ ✐❞❡❛

t❤❛t r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♠♣❧✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s s♦ ✇✐❞❡❧② ❛ss✉♠❡❞ ❛s t♦ s❡❡♠ ❜❛r❡❧② ✇♦rt❤ ❞✐s❝✉ss✐♥❣✳

❖♣t✐♠❛❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❝✐❡♥❝❡s✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r❛❣❡rs ✐♥ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❛♥❞

❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✲

❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ♦rt❤♦❞♦①②✳ ▼② ❣♦❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ r❡❛ss❡ss t❤✐s ✈✐❡✇ ❜② ✜rst r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ t❤❛t ✐♥

❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❛❦❡ ❛ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ t②♣❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝

❦✐♥❞ ♦❢ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♣r❡s✉♣♣♦s❡s ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ q✉❛♥✲

t✐✜❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s t♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✇♦rt❤ q✉❡st✐♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ■ ✉s❡❞ ✉♥❞❡rs❝♦r❡ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❧♦❝❛t✐♥❣ s❡r✐❛❧ ❜✉r❣❧❛rs✱ r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❦s✱ ✐♥✈❡st✐♥❣

♠♦♥❡②✱ ♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ ❝✉st♦♠❡rs✳ ■t ✐s ♥♦t r❛t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ❜✉t t❤❡

❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r t❤❛♥

♦t❤❡rs✳ ❋♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ r❡❣❛r❞ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧s

❛s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ r❛t✐♦♥❛❧ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❜✐❛s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡

❞✐❧❡♠♠❛ ❤❡❧♣ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✷✵



t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❜✐❛s❡❞✱ ❧♦✇✲✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡

✏♣r✐♥❝✐♣❧❡❞✑ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝r✐♠✐♥❛❧ ♣r♦✜❧✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✭❝✮✳ Pr❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✱ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❣❧❡❝t ♦r ✐❣♥♦r❡

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐s t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ♠❛s❦s t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡✱ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✳

■❢ ✇❡ t❤❡♥ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❧❛✐♠s✱ t❤❛t t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡

❝❧❛✐♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❝♦♥t❡①ts ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❢❛❧❧✐♥❣ ❢♦✉❧ ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s

❜✐❛s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s ✢♦✇ ❢r♦♠ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✜t❛❜❧② ❝♦♥❥❡❝t✉r❡

❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♣❧❛②s ♥♦

r♦❧❡ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜st❛♥t✐✈❡ ❝♦♥tr❛st

❜❡t✇❡❡♥ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❜❡❣✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❝❡♥t❡rs ♥♦t

♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s ♦r ❝♦♠♣❡t✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ❛ ❝❧❛s❤ ♦❢ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♠❛❦❡s r❡❧❛t✐✈❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❧❛✐♠s t❤❛t r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✲

✐t② ♦❢ ♦♥❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♥❝✉r ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r ❝♦❣♥✐t✐✈❡

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣r♦❝❡❡❞s ❜②

❝♦♥❥❡❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤

✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❡①♣❧♦r❛t♦r②✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ■ ✉s❡❞ t♦ ❇r❡✐♠❛♥✬s ✭✷✵✵✶✮ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤✐s ❝❧❛s❤ ♦❢ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ■ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ❇r❡✐♠❛♥✬s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♠❛♣s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥t♦

t❤❡ ❜✐❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦rt❤♦❞♦① r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛st ✐s

♥♦t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❇r❡✐♠❛♥ ❜✉t r❡✢❡❝ts ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣✱ ❞❡❡♣ ❞✐✈✐s✐♦♥s ✐♥ st❛t✐st✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ❚✉❦❡②✱

✶✾✻✷❀ ●❡✐ss❡r✱ ✶✾✾✸❀ ❱❛♣♥✐❦✱ ✶✾✾✽❀ ❙❤♠✉❡❧✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② s❤❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤

✭▼❉▲✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘✐ss❛♥❡♥ ✭✶✾✼✽✱ ✶✾✽✻✱ ✶✾✽✾✮ ✇❤✐❝❤ r❡sts ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✏♥♦

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵tr✉❡✬ ❞❛t❛✲❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞

❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✑ ✭❘✐ss❛♥❡♥✱ ✷✵✵✼✱ ♣✳ ✻✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥q✉✐r②✱ ■

♣r♦♣♦s❡✱ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡♦r✐❡s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳

■ ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❡st✐♦♥✿ ■❢ ✇❡ r❡❛ss❡ss t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ ❞♦ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣❄ ❲❡ ❤❛✈❡

❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ♥♦r♠❛t✐✈❡ t❤❡♦r② ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❖t❤❡r ❛rr✐✈❛❧

♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

✷✶



q✉❡st✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❙✐♠♦♥✬s ✭✶✾✺✻✱ ✶✾✼✽✮ ❜♦✉♥❞❡❞

r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ ❤✐s ❝r✐t✐q✉❡ ♦❢ ❍♦♠♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝✉s✱ ❙✐♠♦♥ str❡ss❡❞ t❤❛t ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐s

s❤❛♣❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝s t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❢♦❝✉s ♦♥

t❤❡ ✜rst ❛s♣❡❝t ♦❢ ❙✐♠♦♥✬s ♣r♦♣♦s❛❧✱ ❛♥❞ ✈✐❡✇ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛s r❡❞✉❝✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛✐♠

t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡♥❞❡rs

♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❡✐t❤❡r ♦✉t ♦❢ r❡❛❝❤ ♦r ✐♥ ♥❡❡❞ ♦❢ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❇♦❧❛♥❞✱ ✶✾✽✶❀ ●✐♥t✐s✱ ✷✵✶✷❀

●r✐✣t❤s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ●❡rs❤♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧

❜♦✉♥❞s t♦ ✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛♥❞ r❡s❤❛♣❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♠② r❡❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② q✉❡st✐♦♥ st❡♠s ❡♥t✐r❡❧② ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❨❡t t❤✐s

st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❛ss❡ss♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥

❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ✇♦r❧❞ ✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝✴♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥ ♥❛t✉r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝✴♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥

♥❛t✉r❡✳ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❙❡❧t❡♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✏❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡❞✳

■t ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞✑ ✭♣✳ ✶✺✮✳ ■ ❛❣r❡❡✱ ❛♥❞ ♠② ❛r❣✉♠❡♥t ❡❧❛❜♦r❛t❡s ♦♥

❙❡❧t❡♥✬s ♣♦✐♥t ❜② ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t ♦♥❝❡ ✇❡ ❛❝❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇♦r❧❞

✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡✱ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧

t❤❛t q✉❛♥t✐✜❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❡rs ❛♥❞ ❛tt❡♥❞❡❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡❜✉✐❧❞✐♥❣ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s ❈♦♥❢❡r✲

❡♥❝❡ ❤❡❧❞ ❛t ❍▼ ❚r❡❛s✉r②✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✷✵✶✽✱ ♠❛♥② ♦❢ ✇❤♦♠ t♦ t♦♦❦ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♦✛❡r ❡♥❝♦✉r❛❣❡✲

♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝r✐t✐❝✐s♠✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆✐❦♠❛♥✱ ❉✳✱ ●❛❧❡s✐❝✱ ▼✳✱ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❑❛♣❛❞✐❛✱ ❙✳✱ ❑❛ts✐❦♦♣♦✉❧♦s✱ ❑✳ ❱✳✱ ❑♦t❤✐②❛❧✱ ❆✳✱

▼✉r♣❤②✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❚✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❛❦✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❡r✐♦✉s❧②✿ ❙✐♠♣❧✐❝✐t② ✈❡rs✉s

❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❛♥❦ ♦❢ ❊♥❣❧❛♥❞ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t② P❛♣❡r ◆♦✳ ✷✽✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ✭✶✾✾✶❛✮✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱

✾✽✭✸✮✿✹✵✾✕✹✷✾✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ✭✶✾✾✶❜✮✳ ■s ❤✉♠❛♥ ❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛❞❛♣t✐✈❡❄ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱

✶✹✿✹✼✶✕✺✶✼✳

✷✷



❆r❦❡s✱ ❍✳ ❘✳✱ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❍❡rt✇✐❣✱ ❘✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❍♦✇ ❜❛❞ ✐s ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡❄ ❉❡❝✐s✐♦♥✱

✸✭✶✮✿✷✵✕✸✾✳

❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ❉❡❝✐s✐♦♥s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✳

❇✐s❤♦♣✱ ❈✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❇❧♦❝❦✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇❡r♥❛s❝♦✱ ❲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ s❡r✐❛❧ ❜✉r❣❧❛r✬s ❤♦♠❡ ✉s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦r✐❣✐♥✲❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✿ ❆ t❡st ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❇❛②❡s ❥♦✉r♥❡②✲t♦✲❝r✐♠❡ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍❛❣✉❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥✈❡st✐❣❛t✐✈❡ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❖✛❡♥❞❡r Pr♦✜❧✐♥❣✱ ✻✭✸✮✿✶✽✼✕✷✶✶✳

❇♦❧❛♥❞✱ ▲✳ ❆✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ❢✉t✐❧✐t② ♦❢ ❝r✐t✐❝✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡♦❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✶✿✶✵✸✶✕✶✵✸✻✳

❇r❡✐♠❛♥✱ ▲✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉❧t✉r❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✻✿✶✾✾✕✷✸✶✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❘♦❜✉st ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ▲❡❜✐❡r❡✱ ❈✳ ❛♥❞ ❲r❛②✱

❘✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❇❡t✇❡❡♥ ❛ ❘♦❝❦ ❛♥❞ ❛ ❍❛r❞ P❧❛❝❡✿ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ▼❡❡t ❆■✲❍❛r❞

Pr♦❜❧❡♠s ✭❆❆❆■ ❚❡❤❝♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❙❙✲✵✷✲✵✻✮✱ ♣❛❣❡s ✶✽✾✕✷✶✶✳ ❆❆❆■ Pr❡ss✱ ▼❡♥❧♦ P❛r❦✱

❈❆✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♠❛❧✐t②✿ ❇♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❢r♦♠

❛ ▼❛rr✐❛♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ Ps②❆r❳✐✈ Pr❡♣r✐♥t✿ ❤tt♣s✿✴✴♣s②❛r①✐✈✳❝♦♠✴♠✷s③✺✴✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥✿

❘✳ ❱✐❛❧❡ ✭❊❞✳✮ ❘♦✉t❧❡❞❣❡ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❇♦✉♥❞❡❞ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❜r❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❍❛r♠♦♥②

♦r ❞✐ss♦♥❛♥❝❡❄ ■♥ ❈❤❛t❡r✱ ◆✳ ❛♥❞ ❖❛❦s❢♦r❞✱ ▼✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❚❤❡ Pr♦❜❛❜❛❧✐st✐❝ ▼✐♥❞✿ Pr♦s♣❡❝ts

❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✽✾✕✷✵✽✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛❝t♦r ♠♦❞❡❧s ✧r❛t✐♦♥❛❧✧ ♦✉ts✐❞❡ s♠❛❧❧

✇♦r❧❞s❄ ■♥ ❖❦❛s❤❛✱ ❙✳ ❛♥❞ ❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ❉❡❝✐s✐♦♥s✱ ❈♦✲

♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♣❛❣❡s ✽✹✕✶✵✾✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✻✽✿✶✼✼✷✕

✶✼✽✹✳

❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ❛♥❞ ❖❧ss♦♥✱ ❍✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣

t♦✇❛r❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞ ❇r❛✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✷✿✽✺✕✽✻✳

❈❛♥t❡r✱ ❉✳✱ ❈♦✛❡②✱ ❚✳✱ ❍✉♥t❧❡②✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼✐ss❡♥✱ ❈✳ ✭✷✵✵✵✮✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ s❡r✐❛❧ ❦✐❧❧❡rs✬ ❤♦♠❡

❜❛s❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ s✉♣♣♦rt s②st❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❈r✐♠✐♥♦❧♦❣②✱ ✶✻✿✹✺✼✕✹✼✽✳

✷✸



❈❤❛t❡r✱ ◆✳ ❛♥❞ ❖❛❦s❢♦r❞✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❚❡♥ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❚r❡♥❞s

✐♥ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✭✷✮✿✺✼✕✻✺✳

❈❤❛t❡r✱ ◆✳✱ ❖❛❦s❢♦r❞✱ ▼✳✱ ◆❛❦✐s❛✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❘❡❞✐♥❣t♦♥✱ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❋❛st✱ ❢r✉❣❛❧✱ ❛♥❞ r❛t✐♦✲

♥❛❧✿ ❍♦✇ r❛t✐♦♥❛❧ ♥♦r♠s ❡①♣❧❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❍✉♠❛♥ ❉❡❝✐s✐♦♥

Pr♦❝❡ss❡s✱ ✾✵✿✻✸✕✽✻✳

❈❤❛t❡r✱ ◆✳✱ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❏✳ ❇✳✱ ❛♥❞ ❨✉✐❧❧❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐♦♥✿

❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❚r❡♥❞s ✐♥ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✵✭✼✮✿✷✽✼✕✷✾✶✳

❈❤❡♥✱ ❩✳ ❛♥❞ ❍❛②❦✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❖♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥✱ ✶✹✭✶✷✮✿✷✼✾✶✕✷✽✹✻✳

➇✐♠➩❡❦✱ ❖✳ ❛♥❞ ❇✉❝❦♠❛♥♥✱ ▼✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✿ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐♠♣❧❡

❞❡❝✐s✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥ ▲❡❡✱ ❉✳ ❉✳✱ ❙✉❣✐②❛♠❛✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ●❛r♥❡tt✱ ❘✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥

◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭◆■P❙✮ ✷✽✳

❈③❡r❧✐♥s❦✐✱ ❏✳✱ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❛♥❞ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❉✳ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❍♦✇ ❣♦♦❞ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s❄

■♥ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❚♦❞❞✱ P✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❚❤❡ ❆❇❈ ❘❡s❡❛r❝❤ ●r♦✉♣✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙✐♠♣❧❡ ❍❡✉r✐st✐❝s

❚❤❛t ▼❛❦❡ ❯s ❙♠❛rt✱ ♣❛❣❡s ✶✶✾✕✶✹✵✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✳

❉❡▼✐❣✉❡❧✱ ❱✳✱ ●❛r❧❛♣♣✐✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❯♣♣❛❧✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✈❡rs✉s ♥❛✐✈❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❍♦✇

✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ✶✴◆ ♣♦rt❢♦❧✐♦ str❛t❡❣②❄ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❙t✉❞✐❡s✱ ✷✷✿✶✾✶✺✕✶✾✺✸✳

❉♦♠✐♥❣♦s✱ P✳ ❛♥❞ P❛③③❛♥✐✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝❧❛ss✐✜❡r

✉♥❞❡r ③❡r♦✲♦♥❡ ❧♦ss✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✷✾✿✶✵✸✕✶✸✵✳

❉✉❞❛✱ ❘✳ ❖✳✱ ❍❛rt✱ P✳ ❊✳✱ ❛♥❞ ❙t♦r❦✱ ❉✳ ●✳ ✭✷✵✵✶✮✳ P❛tt❡r♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❉✉♣ré✱ ❏✳✱ ❡❞✐t♦r ✭✶✾✽✼✮✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st ♦♥ t❤❡ ❜❡st✿ ❊ss❛②s ♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ▼■❚

Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✳

❊♣st❡✐♥✱ ▲✳ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✈❡rs✐♦♥✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱

✻✻✿✺✼✾ ✕ ✻✵✽✳

❋❛❞❡r✱ P✳ ❙✳✱ ❍❛r❞✐❡✱ ❇✳ ●✳ ❙✳✱ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❑✳ ▲✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ✏❈♦✉♥t✐♥❣ ②♦✉r ❝✉st♦♠❡rs✑ t❤❡ ❡❛s②

✇❛②✿ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ P❛r❡t♦✴◆❇❉ ♠♦❞❡❧✳ ▼❛r❦❡t✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✹✿✷✼✺✕✷✽✹✳

❋✐❡❜❡r❣✱ ❏✳ ❘✳✱ ❙❤❡rt③❡r✱ ❑✳ ❲✳✱ ❈♦♥♥✱ P✳ ❇✳✱ ◆♦②❝❡✱ ❑✳ ❱✳✱ ❛♥❞ ●❛rs❤❡❧✐s✱ ❉✳ ▲✳ ✭✷✵✶✵✮✳

■♥t❡❣r❛t❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❜❡❛rs ✐♥ ▼✐♥♥❡s♦t❛✿ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣

❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ P▲❖❙ ❖♥❡✱ ✺✿❡✶✷✶✶✹✳

✷✹



❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ❍✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❖♥ ❜✐❛s✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✵✴✶✲❧♦ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rs❡✲♦❢✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❉❛t❛

▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r②✱ ✶✿✺✺✕✼✼✳

●❡✐ss❡r✱ ❙✳ ✭✶✾✾✸✮✳ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

●❡♠❛♥✱ ❙✳✱ ❇✐❡♥❡♥st♦❝❦✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❉♦✉rs❛t✱ ❘✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s✴✈❛r✐❛♥❝❡

❞✐❧❡♠♠❛✳ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✹✿✶✕✺✽✳

●❡rs❤♠❛♥✱ ❙✳ ❏✳✱ ❍♦r✈✐t③✱ ❊✳ ❏✳✱ ❛♥❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❏✳ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✲

✐t②✿ ❆ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✐♥ ❜r❛✐♥s✱ ♠✐♥❞s✱ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱

✸✹✾✭✻✷✹✺✮✿✷✼✸✕✷✼✽✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ❜✐❛s ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✺✭✸✲✹✮✿✸✵✸✕✸✸✻✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ❛♥❞ ❇r✐❣❤t♦♥✱ ❍✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦♠♦ ❤❡✉r✐st✐❝✉s✿ ❲❤② ❜✐❛s❡❞ ♠✐♥❞s ♠❛❦❡ ❜❡tt❡r

✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✿✶✵✼✕✶✹✸✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ❛♥❞ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❉✳ ●✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❛♥❞ ❢r✉❣❛❧ ✇❛②✿ ▼♦❞❡❧s ♦❢

❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✸✭✹✮✿✻✺✵✕✻✻✾✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❍❡rt✇✐❣✱ ❘✳✱ ❛♥❞ P❛❝❤✉r✱ ❚✳✱ ❡❞✐t♦rs ✭✷✵✶✶✮✳ ❍❡✉r✐st✐❝s✿ ❚❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢

❆❞❛♣t✐✈❡ ❇❡❤❛✈✐♦r✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ❛♥❞ ❙❡❧t❡♥✱ ❘✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❇♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦♦❧❜♦①✳ ▼■❚ Pr❡ss✱

❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✳

●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳✱ ❚♦❞❞✱ P✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ❚❤❡ ❆❇❈ ❘❡s❡❛r❝❤ ●r♦✉♣ ✭✶✾✾✾✮✳ ❙✐♠♣❧❡ ❍❡✉r✐st✐❝s ❚❤❛t

▼❛❦❡ ❯s ❙♠❛rt✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✳

●✐❧❜♦❛✱ ■✳✱ P♦st❧❡✇❛✐t❡✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❜❡❧✐❡❢ ♦r✿ ❲❤② ❙❛✈❛❣❡✬s

❛①✐♦♠s ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♥❡❝❡ss❛r② ♦r s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧✐t②✳ ❙②♥t❤❡s❡✱ ✶✽✼✿✶✶✕✸✶✳

●✐❧❜♦❛✱ ■✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ❉✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ▼❛①♠✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡ ♣r✐♦r✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✽✿✶✹✶✕✶✺✸✳

●✐♥t✐s✱ ❍✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✳

■♥ ❖❦❛s❤❛✱ ❙✳ ❛♥❞ ❇✐♥♠♦r❡✱ ❑✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ❉❡❝✐s✐♦♥s✱ ❈♦✲♦♣❡r❛t✐♦♥

❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♣❛❣❡s ✷✶✸✕✷✹✺✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✳

●♦❧❞st❡✐♥✱ ❉✳ ●✳ ❛♥❞ ●✐❣❡r❡♥③❡r✱ ●✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✿ ❚❤❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

❤❡✉r✐st✐❝✳ Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✾✿✼✺✕✾✵✳

✷✺



●r✐✣t❤s✱ ❚✳ ▲✳✱ ▲✐❡❞❡r✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ●♦♦❞♠❛♥✱ ◆✳ ❉✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ r❡s♦✉r❝❡s✿

▲❡✈❡❧s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝✳ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❈♦❣♥✐t✐✈❡

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✭✷✮✿✷✶✼✕✷✷✾✳

●r✐✣t❤s✱ ❚✳ ▲✳ ❛♥❞ ❚❡♥❡♥❜❛✉♠✱ ❏✳ ❇✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❝♦❣♥✐t✐♦♥✳

Ps②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✼✭✾✮✿✼✻✼✕✼✼✸✳

❍❛❧❞❛♥❡✱ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛❞♦✉r♦s✱ ❱✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❞♦❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐s❜❡❡✳ ❙♣❡❡❝❤ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧

❘❡s❡r✈❡ ❇❛♥❦ ♦❢ ❑❛♥s❛s ❈✐t②✬s ✸✻t❤ ❊❝♦♥♦♠✐❝ P♦❧✐❝② ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✧❚❤❡ ❈❤❛♥❣✐♥❣ P♦❧✐❝②

▲❛♥❞s❝❛♣❡✧✱ ❏❛❝❦s♦♥ ❍♦❧❡✱ ❲②♦♠✐♥❣✱ ❯❙❆✳

❍❛♥❞✱ ❉✳ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈❧❛ss✐✜❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ✐❧❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✱

✷✶✿✶✕✶✹✳

❍❛♥❞✱ ❉✳ ❏✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❍❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣✿ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ♣r♦❜❧❡♠✳ ■▼❙ ❇✉❧❧❡t✐♥ ❖♥❧✐♥❡✱ ✷✵✶✹✲✸✲✶✹

✭❤tt♣✿✴✴❜✉❧❧❡t✐♥✳✐♠st❛t✳♦r❣✴✷✵✶✹✴✵✸✴❤❛♥❞✲✇r✐t✐♥❣✲s♦❧✈✐♥❣✲t❤❡✲r✐❣❤t✲♣r♦❜❧❡♠✴✮✳

❍❛♥❞✱ ❉✳ ❏✳ ❛♥❞ ❨✉✱ ❑✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ■❞✐♦t✬s ❇❛②❡s✿ ◆♦t s♦ st✉♣✐❞ ❛❢t❡r ❛❧❧❄ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❘❡✈✐❡✇✱ ✻✾✿✸✽✺✕✸✾✽✳

❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✿

❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣✱ ■♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

❏❛❣❛♥♥❛t❤❛♥✱ ❘✳ ❛♥❞ ▼❛✱ ❚✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❘✐s❦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s✿ ❲❤② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡

✇r♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❡❧♣s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✽✿✶✻✺✶✕✶✻✽✹✳

❏♦♥❡s✱ ▼✳ ❛♥❞ ▲♦✈❡✱ ❇✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✐s♠ ♦r ❡♥❧✐❣❤t❡♥♠❡♥t❄ ❖♥ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛✲

t♦r② st❛t✉s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♥❞

❇r❛✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✸✹✿✶✻✾✕✷✸✶✳

❑♥✐❣❤t✱ ❋✳ ❍✳ ✭✶✾✷✶✮✳ ❘✐s❦✱ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛♥❞ Pr♦✜t✳ ❍♦✉❣❤t♦♥ ▼✐✤✐♥ ❈♦♠♣❛♥②✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❆✳

❑♥✐❧❧✱ ❉✳ ❈✳ ❛♥❞ P♦✉❣❡t✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❜r❛✐♥✿ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♥❡✉r❛❧

❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚r❡♥❞s ✐♥ ◆❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ✷✼✭✶✷✮✿✼✶✷✕✼✶✾✳

▲❡✐t♥❡r✱ ▼✳ ❛♥❞ ❑❡♥t✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✉r♥❡②✲t♦✲❝r✐♠❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡

❝r✐♠❡✲t②♣❡ s❡r✐❡s ✐♥ ❇❛❧t✐♠♦r❡ ❝♦✉♥t②✱ ▼❉✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥✈❡st✐❣❛t✐✈❡ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❖✛❡♥❞❡r

Pr♦✜❧✐♥❣✱ ✻✭✸✮✿✷✶✸✕✷✸✻✳

▲❡✈✐♥❡✱ ◆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♦♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✉r♥❡②✲t♦✲❝r✐♠❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♥✈❡st✐❣❛t✐✈❡ Ps②❝❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❖✛❡♥❞❡r Pr♦✜❧✐♥❣✱ ✻✭✸✮✿✶✻✼✕✶✽✺✳

✷✻



▲❡✈✐♥❡✱ ◆✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈r✐♠❡st❛t✿ ❆ s♣❛t✐❛❧ st❛t✐st✐❝s ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝r✐♠❡ ✐♥❝✐❞❡♥t

❧♦❝❛t✐♦♥s ✭✈ ✸✳✸✮✳ ◆❡❞ ▲❡✈✐♥❡ ✫ ❆ss♦❝✐❛t❡s✱ ❍♦✉st♦♥✱ ❚❳✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢

❏✉st✐❝❡✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✳

▲❡✈✐♥❡✱ ◆✳ ❛♥❞ ❇❧♦❝❦✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✉r♥❡②✲t♦✲❝r✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ Pr♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ●❡♦❣r❛♣❤❡r✱ ✻✸✿✷✶✸✕✷✷✾✳

▼❛❝❤✐♥❛✱ ▼✳ ❏✳ ❛♥❞ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r✱ ❉✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❆ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✵✿✼✹✺ ✕ ✼✽✵✳

▼❛r❦♦✇✐t③✱ ❍✳ ✭✶✾✺✾✮✳ P♦rt❢♦❧✐♦ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❊✣❝✐❡♥t ❉✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥✈❡st♠❡♥ts✳ ❏♦❤♥

❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

▼❝◆❛♠❛r❛✱ ❏✳ ▼✳ ❛♥❞ ❍♦✉st♦♥✱ ❆✳ ✭✶✾✽✵✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❡♦r② t♦
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